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1

Le present travail ne fait guere appel qu'aux proprietes les plus immediates
des systemes de Tchebycheff (reels), non a leur theorie proprement dite; les
unes et l'autre se trouvent par exemple dans [1, Chapitre 2].

2

Pour chaque entier n 1, on cherche it identifier les espaces compacts K
ayant la propriete suivante:

(Pn ) TOllt systeme de Tchebychett sur K, forme de n fonctions,
admet un polynome partout :::> °

2.1. Le theoreme de Mairhuber (enonce dans [1, p. 34]; demontre par
exemple dans [2]) montre qu'on ne perd rien d'essentiel en se restreignant aux
sous-espaces compacts du tore T = iRjtl. Voici alors Ie resultat:

THEOREME 2.2. Un compact de T verijie (PrJ si, et seulement si, Ie nombre
de ses composantes connexes n'excede pas n.

2.3. En particulier, Ie segment [0, I] et Ie tore lui-meme satisfont it (Pn)
pour tout n. Ceci etait deja connu [1, p. 35, Probleme I I] comme consequence
evidente de la theorie de Tchebycheff. Nous reviendrons sur ces cas simples
en 3.3 ci-dessous.

3

Le reste de cet article est consacre it la preuve du Theoreme 2.2.
l! sera commode de remplacer provisoirement (Pn) par une propriete en

apparence plus faible:
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(Qn) Tout systeme de Tchebycheflsur K,forme de nfonctions,
admet un polynome non identiquement nul, partout ~ °

39

PROPOSITION 3.1. Si l'espace compact K est reunion d'une suite croissante
(Tp ) de sous-espaces compacts verifiant (Qn), alors K lui-meme verifie (Qn)'

En eifet, soient Sun systeme de TchebychefI sur K forme de n fonctions,
E l'espace vectoriel de ses polynomes. Comme les restrictions des fonctions
de S aun compact ayant au moins n points forment un systeme de Tchebycheif
sur ce compact, I'hypothese entraine que, pour chaque p suffisamment grand,
E contient une fonction non identiquement nulle, ~ °sur Tv ; il suffit des
lors d'appliquer Ie lemme que voici:

LEMME 3.2. Soient K un ensemble, E un sous-espace vectoriel de dimension
finie de rr;gK, (Tp ) un recouvrement de K par une suite croissante de parties. Si,
pour chaque p, E\{O} rencontre Ie cone Cv des fonctions °sur Tp , alors
E\{O} rencontre Ie cone C des fonctions ~ °sur K.

Pour prouver ce lemme, munissons E de I'unique topologie separee
compatible avec sa structure vectorieJle. Pour tout x E K, l'evaluation en x
est une forme lineaire ev", sur E, obligatoirement continue puisque E est de
dimension finie; il s'ensuit que les ensembles

En Cv = () ev;l([O, + roD
X·=T

jl

constituent dans E une suite decroissante de cones fermes, non reduits a
I'origine par hypothese. Leur intersection En C ne saurait se reduire a
l'origine, car leurs intersections avec l'image de la sphere unite: par un
isomorphisme de rr;gdimE sur E forment une suite decroissante de fermes
non vides de ce compact.

3.3. Avant de poursuivre, observons qu'il est des a present evident que
Ie segment [0, I] et Ie tore U satisfont ala propriete (Qn) pour tout n. En eiIet,
pour chaque entier h, notons Kh la reunion de [0, 1] et des entiers naturels ~ h.
Puisque K h est reunion d'une suite croissante de compacts homeomorphes a
Kh+1' l'affirmation concernant [0, 1] sera etablie, via la Proposition 3.1, si
nous voyons que K n = [0, 1] u {2} u ... U {n} possede la propride (Qn);
mais ceci est clair, car tout systeme de Tchebyeheff sur Kn forme de n fonctions
admet un polynome s'annulant exactement aux points 2, 3'00" n, done
gardant un signe constant sur K n • Le cas de U deeoule aussitOt de celui de
[0, 1], Ie premier etant reunion d'une suite croissante de compacts homeo
morphes au second.
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4

PROPOSITION. Soient K un compact de la droite rcelle ayant n composantes
K 1 , ..• , K n , et {gl ,... , gn+l} un systeme de Tchebycheff sur K. Pour tout point
a = (al ,... , an) du produit H des K, et tout an 11 E K, posons F,,(an+l) =

det( glak))l(:U,<n+l . Alors

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

(v)
partout

Pour tout xc K, l'application H'3 a :-+ }~,(X) E IR est continue.

Le polynome Fa s'annule exactement aux points aj , j c.., J ... " n.

Taus les nombres de laforme F,,(inf K)) . F,,(sup KJ sont O.

Plus gcncralel1lent, taus les f~,( inf Kj) . F1,(sup K,) sont O.

II existe ll/1 clCl1lent a* (resp. b*) de H tel que F", (resp. Fb*) soit
o (resp. 0).

Les assertions (i) et (ii) sont evidentes; (iii) se prouve par Ie raisonnement de
[I, p. 25-·26].

Pour j c [1, n] et a c H, l'ensemble E,/ des b E H veritlant ]es deux inegalites
Fa{inf K j) . Fb(sup KJ 0 et F,,(inf K j) . Fb(inf KJ 0, contient a d'apres
(iii); on constate sans peine, a l'aide des assertions (i) a(iii), qu'il est ~l Ia fois
ferme et ouvert dans Ie connexe If. Ainsi E,/c H pour tous j et a, ce qui
etablit (iv).

Soit t l'element (inf K l , ... , inf K n ) de H. Les ensembles J {j [I, IlJ :
F[(KJ C]- w, OJ} et If- {j E [I, nJ : FlKj ) C [0, cel[} recouvrent [I. 1/];
ils ne sont en general pas disjoints. Neanmoins, puisquej I. n Ie equivaut
a inf K j sup K j , nous pouvons poser de maniere coherente:

a*= jinfKj , jEll
) Isup K j , j E J '

b*}
\supKj ,

Iinf K j ,

J,
J

Utilisant surtout (iv) et (ii), on voit aisement que a (a l
f

, ... , an "') et
b* == (b l *, ... , bn *) conviennent. (II y a d'ailleurs unicite dans (v), mais nous
ne nous servirons pas de cette remarque.)

5

PROPOSITION. Tout compact K de la droite rcelle ayant n composantes
Kl ,... , K n , jouit de la proprihc (Qn)' Si de plus K est discret, alors toute
application de K dans IR est un polynome (relatiuement if tout systeme de
Tchebycheff if n fonctiol1s sur K).
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La deuxieme assertion, exercice trivial d'algebre lineaire (ou, aussi bien,
consequence de [I, p. 36]), entraine la premiere pour K discret. D'autre part,
Ie cas 11 = 1 est evident.

Soient done n ? 2, Kn non reduite a un point, {gl ,... , gn} un systeme de
Tchebycheff sur K. Pour chaque a1 EK et chaque a = (a 2 , ... , an) En;~2 K j ,
posons GJa1) = det(gj(ak»l<;;j.k<;;n . Par l'assertion (v) de la Proposition 4,
appliquee aux restrictions des gj aK\K1 , il existe un couple (u*, v*) d"elements
de n;~2 K j , tel que les polynomes Gn * et -Gv* soient tous deux? °sur
K\K1 . ]] suffit de montrer que I'un d'eux est > °sur K1 • Or, c'est une
consequence immediate du fait que l'application continue

n

TI Kh 3 S = (Sl , .. " Sn) f-+ det(g;(sk» E IR
h~l

ne s'annule pas sur son espace de depart connexe.

6

PROPOSITION. Tout compact de T ayant au plus 11 composantes connexes
possMe la propriete (Qn)'

Dans Ie cas discret, ceci n'ajoute strictement rien a la Proposition 5. One
partie compacte du tore, non discrete, ayant m composantes, est reunion d'une
suite croissante de compacts ayant m + 1 composantes; la conclusion suit
par recurrence decroissante sur m, grace aux Propositions 3.1 et 5.

7

PROPOSITION. Les proprietes (Pn) et (Qn) sont equivalentes pour tout 11.

Plus precisement, un systeme de Tchebyche.ff l1e peut admettre de polynome
nOI1 identiquement l1ul, partout ? 0, sans admettre un polynome partout > 0.

Sur l'espace compact K muni d'un systeme de Tchebycheff a n fonctions,
soit en effet donne un polynome non identiquement nul f, partout ? 0.
Choisissons une partie L de K a n elements, contenant les zeros de f. Par la
deuxieme assertion de la Proposition 5, appliquee au systeme induit sur Ie
compact discret L, il existe un polynome g tel que U = g-l(]O, + 00 Dsoit un
voisinage ouvert de L. Si U = K, plus rien n'est a prouver; sinon, notons c
(resp. d) Ie minimum def(resp. g) sur Ie compact K\U. De par Ie choix de L,
c est> 0; pour r > °tel que c + rd > 0, Ie polynome f + rg Sl~ra > °
aussi bien sur K\ U que sur U.
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8

PROPOSITION. Nul espace compact ayant plus de n composantes ne peut
satisfaire ala propriete (P n) sans etre depourl'll de systhne de Tchehycheff a11

fOl1ctions.

II est facile de voir qu'un espace topologique K possedant au moins n + 1
composantes est reunion de n + 1 ouverts non vides deux a deux disjoints
V1 , ... , Unil ; choisissons un point Xk dans chaque V k . Supposons en outre K
compact, muni d'un systeme de Tchebyeheff{g] ,... , gn}' Soit a (aJ , ... , ann)
un vecteur non nul du noyau de l'appJication lineaire f: rr;gnl ,. rr;gn repre-
sentee, dans les bases eanoniques, par la matriee A (gj(XIJ)J;j~n,I;"<n 11 .

Les ak sont taus difjerents de zero, ear]a nullite de l'un d'eux eontredirait la
regularite de la matriee carree d'ordre 11 obtenue par suppression de 1a eolonne
de A d'indice correspondant. La fonetion continue g definie par g( Vi,') {alJ
ne s'annule done en aueun point de K, de sorte que les h j g . gj forment
un nouveau systeme de Tchebyeheff sur K. Par ailleurs, la relation f(a) 0
se traduit par Ie fait que l'hyperplan de rr;gn i 1 engendre par les lignes
(independantes) de la matrice (hiC'I;)) est orthogonal au veeteur dont toutes
les eoordonnees valent 1. Done aueun polynome du nouveau systeme ne peut
etre > 0 en chaque x" , et aplus forte raison la propriete (P l1 ) est exclue.

9

Le ThCoreme 2.2 decoule instantanement des Propositions 6 it 8, moyennant
l'observation que tout compact non connexe du tore admet des systemes de
Tchebycheff de cardinal fini arbitraire (au plus egal au sien propre).
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